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Opakovani kalkulu - Taylortv rozvoj funkce

Taylordv rozvoj nekoneéné diferencovatelné funkce f (X) redlné proménné X v okoli bodu Xp s

(neboli Taylorova fada této funkce v bodé X = X, + AX ) je

1a3f

A 2
X( X) 3|a

162f
2la

F(x, +A%) = F(, )+iﬂ
11 ox

(Ax)3+---

X=Xp

Je-li T(X) vektorova funkce vektorova proménné X, takova, ze vsechny jeji parcialni derivace viech

radu existuji, pak jeji Taylorliv rozvoj v okoli bodu X, (neboli Taylorova fada této funkce v bodé

X=X, + AX ) je nekoneénym souctem totélnich diferenciald

X=X

f(xp+Ax)=f(xp)+%D1fL= Ax+2—Df T,

kde D'f je totaIni diferencidl 1. ¥adu funkce f definovany jako

o o
ox, X,  |[Ax
Df =§Ax1 +§—fo2 +---+§—fon —2—fo_ of, of, :
%, %5 %y X o %, || Ax,

of
kde J =— se nazyva Jacobiho matice a po vyéisleni v bodé X = X, je
X

AN
ox ox, | [Ax
lex AX:? AX, + aaf Ax2+.--+ai Axn=§ Ax=|of, of, :
P’ X Xp1 X, Xp Xn Xpn X Xp a)(l 8X2 Axn
Analogicky D*f je totdlni diferenciél 2. Fadu funkce f je definovany jako
Df =D'(D'f)=D' ﬂAx1+ﬁAx2+---+iAxn =
o0X, oX, OX,
i ﬂAx1+iAx +- +iAx Ax1+£ ﬁAx1+iAx2+---+iAxn AX, +
X, \ OX, OX, OX, X, | O OX, OX,
+i iAx1+iAx2+---+iAxn AX,
oX, | OX OX, X,
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a bez pouZiti tenzorl se neda hezky kompaktné vyjadfit. Pro jednotlivé slozky (fadky) f, funkce f Ize

sice pri vyjadreni pouzit Hessovy matici sloZzenou ze vSech druhych parcidlnich derivaci

ale pro celou funkci je treba

ot 0%, o f,
x> Ox0X, OX,OX.
ot ot

OX,0% ~ OX: OX,0X
o'f,. o', 0’ f,
| OX, 0%, OX,0X, ox’
H(f,)
H(f)=<
H(f,)

co? je tenzor 3. fadu, tedy 3-D pole slozené z Hessovych matic. Druhy ¢len se jim kompaktné vyjadrit

da, ale jen pouzitim tenzorovych operaci.

V mnoha aplikacich Taylorova rozvoje se ¢leny druhého a vyssich radl zanedbdvaji. Lze to tak udélat,
jen kdyzZ jsou vSsechny ve srovnani s nultym a prvnim ¢lenem malé. K tomu je potireba, aby vSechny
byly malé pfislusné parcialni derivace, odchylky (mensi nez 1) a nejlépe oboji.
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Nelinearni stavovy model a jeho pribliZna linearizace

Pro systém popsany nelinedrnim stavovym modelem

X(t) = f(x(t),u())
y(t) =h(x(),u(®))

(1)
vybereme néjaké nominalni feseni (trajektorii), ve kterém chceme systém provozovat - napfiklad
referencni trajektorie robota, limitni cyklus nebo, nejcastéji, ekvilibrium - a fikejme mu pracovni bod.
Oznatime-liho X, (t),u,(t), Y, (t), pak samoziejmé plati

X, () =F(x,(t),u, (1)
Y, () =h0x, 0.0, 1) o)
nebot je to feseni rovnic stavového modelu jako kazdé jiné.
Vyjadfeme hodnoty veli¢in v okoli pracovniho bodu pomoci odchylek jako
X(t) = x, (t) + Ax(t)
u(t) =u, (t) +Auf(t)
y(®) =y, () +Ay(t) 3)
a dosadme je do nelinearnich rovnic (1). Tim dostaneme
%, (£) + AX(t) = F(x,, (t) + AX(t), U, (1) + Au(t))
y, ) +Ay(t) =h(x,(t) + Ax(t),u, (t) + Au(t)) )
Kdyz rozvineme nelinearni funkce na pravych stranach (4) v okoli pracovniho bodu (!) v jejich
Taylorovy fady, dostaneme
. . of of
xp(t)+Ax(t):f(xp(t),up(t))+a— AX(t)+— Au(t) +---
X (Xp,Uy) (X,,Uy)
prep pr=p
oh oh
yp(t)+Ay(t)=h(xp(t),up(t))+8— AX(t) +— Au(t)+---
X (Xp.Up) (Xp.Up) (5)

kde tecky nahrazuji ¢leny vyssich radd. Zde
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[of,  of, of,  of,
oX, OX ou, au
of ’ of b
a— = 6f2 6f2 y a— 8f2 8f2
Xlocgu,) oX,  OX, Hlocg.uy) ou, ou,
L ’ '_X=Xp,U=Up _X:Xp,UZUp
oh b oh oh ] (6)
oX, OX ou, au
oh ’ oh S
a— = ahz 6h2 f a— 8h2 6h2
Xloxp ) OX, X, Ul uy) ou, ou,
L .'_X=Xp,U=LIp L .'_X=Xp,U=Up
jsou obecné Jacobiho matice vycislené v pracovnim bodé X  (t),u (1), Y, (t) . V pipadé SISO
. . o Of N .
systému, kdy jsou veli¢iny y(t) = y(t) a u(t) =u(t) skalary, zlstava — ¢tvercovou matici, ale
of . . oh o oh . .
— je sloupcovy vektor, — je fadkovy vektor a — je skalar.
ou (Xp.up) (Xp.Up) (Xp.Up)
Vyuzitim (2) se (5) zjednodusi na
. of of
AX(t) =— AX(t) +— Au(t) +---
(Xp.up) (Xp.Up)
ch ch
Ay(t) =— AX(t) +— Au(t)+--- (7)
0 (%p:Up) (xp.Up)
Zde nezéleZi na tom, zda pracovni bod je nebo neni ekvilibriem a dale oba vztahy plati presné.
K aproximaci dojde az nyni tim, Ze v (7) zanedbame v obou rovnostech vsechny ¢leny fada vyssich nez
1. Tim dostaneme pfiblizné, ale linearni vztahy
. of of
AX(t) = — AX(t) +— Au(t)
(XpUp) (Xp.Up)
oh oh
Ay(t) = — AX(t) +— Au(t) (8)
(Xpp) (Xp.up)
které aproximuji pavodni nelinearni rovnice (1).
Oznacime-li Jacobiho matice v (8) obvyklymi pismeny
of of oh oh
A=— ,B=— ,C=— ,D=—
OX (xpy) ou (Xptp) OX (xp1p) ou (Xptp) 9)

dostavame konecné namisto nelinedrniho modelu (1) jeho linearni odchylkovou aproximaci
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AX(t) = AAX(t) + BAU(t)
Ay(t) = CAX(t) + DAu(t) (10}
Pozor: Tato aproximace je vidy vztazena k urcitému pracovnimu bodu (nominalnimu feseni)

X, (t),u,(t),y,(t) aplati jen pro malé odchylky od néj. Pfirozené plati tim pfesnéji, ¢im jsou

odchylky mensi a také ¢im jsou plvodni nelinearni funkce v pracovnim bodé ,, podobnéjsi linedrnim.”
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Nelinearni model vstup-vystup a jeho priblizna linearizace

Podobné mlzZeme vyjit z nelinedarniho modelu vstup-vystup

D" (t),...,y(®), y(t) = Nu™ (t),...,u(t), u(t))

Opét vybereme néjaké nominalni feSeni (trajektorii), neboli pracovni bod, ve kterém chceme systém

provozovat. Oznacime-liho y (t),. ..,y(p“) ®),u,(t),. ..,u(pm) (t), pak opét plati

D(Y," (1), Y, (), Y, ) =N, @), 0, (1),u, (1)
(12)

nebot je to feseni rovnic nelinedrniho modelu jako kazdé jiné.

Vyjadieme hodnoty veli¢in a jejich derivaci v okoli pracovniho bodu pomoci odchylek jako

y(t)=y, () +Ay(t)

y"®) =yy ) +Aay(t)
u(t) =u, () +Au() (13)

(m) —_y(m (m)
ut™ (1) =u,” (1) + Aut™ (t)
a dosadme je do nelinearnich rovnic (11). Tim dostaneme

D™ (®) + Ay ™ (©),..., Y (t) + AY(L), y(t) + Ay (1)) =
=NU™ )+ Au™ (t),...,u(t) + Au(t), u(t) + Au(t)) (14)

Kdyz rozvineme nelinedrni funkce na levé a pravé strané (14) v okoli pracovniho bodu (!) v jejich
Taylorovy fady, dostaneme

oD

p| +® oD oD
Py

Ay +—| Ay +-+—
ay . 8y(’

= N| LN Au+a—|§I
Pooul, ou

Ay + ...

p

p

LN NS (15)

(m)
o ou

p

kde tecky zastupuji ¢leny vyssich radd. Zde
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D|, = D(y," @),....y, (), Y, ), N, = N(u,™(),...,u, 1),u, (1)

o, od, o, od,
D %, 0y, D % o,
E = 8d2 6d2 f E = 8d2 8d2 '
P ayl ayz Y=Yp P 6yl ayZ Y=Yp
: : ) y(n);y(n) : : . y(n>='y(n>
- - u:_uz B - ufuz
u(m);u(pm) u(m)::u(pm)
o on o o
N ou, ou, N ou, ou,
aul T 9 o, C aal | e o '
p p ] 7
ou, ou, vy, ou, ou, vy,
: : y(n):'y(n) : : . y(n);y<n>
- - u:_uz B - u:.ui
u(m Zy(m u(m Zy(m (16)
jsou obecné Jacobiho matice vycislené v pracovnim bodé y (), ..., y(p”) (t),u,(t),. ..,u‘pm) (t).
v v , . v ey, _ (n) ()
V piipadé SISO systému, kdy jsou viechny velicinyy , (t) =y, (t),....,y," () =y, " (t) a
u,(t)=u,(),. ..,u(pm) t)= uﬁ)”" (t) skalary, také funkce D =d,N =n a jejich parcialni derivace
skalarni.
Vyuzitim (12) se (15) zjednodusi na
oD oD . oD ON ON . oN
—— AY+——| Ayt Ay = AU+ AU+ AU
oy ; ) oy ) ou|, ou|, ou™ |, (17)
Zde opét nezalezi na tom, zda pracovni bod je nebo neni ekvilibriem a déle oba vztahy plati presné.
K aproximaci dojde az nyni tim, Ze v (17) zanedbame v obou rovnostech vsechny ¢leny fada vyssich
neZ 1. Tim dostaneme pfiblizné, ale linearni vztahy
oD oD . oD oN N .
— | AY+—| Ay -+t Ay = Au+——| AU+ AU
|, |, oy, ou|, ou|, ou™ |, (18)
které aproximuji pivodni nelinearni rovnice (1).
Oznacime-li Jacobiho matice v (18) obvyklymi pismeny
Q- oD a oD oD oN oN oN
0= | T @ Tyl 0 B =7~ B =7, m = A my
oy ) oy ) oy ) ou|, aou|, ou™ |, (19)
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dostavame konecné namisto nelinedrniho modelu (1) jeho linearni odchylkovou aproximaci
a,Ay +a,Ay +---+a Ay™ =b,Au+b,AU+---+b, Au™
(20)

Pozor: Tato aproximace je vZdy vztazena k urcitému pracovnimu bodu (nominalnimu feseni)
yp(t),...,y(p”)(t), up(t),...,u(pm) (t) a plati jen pro malé odchylky od né&j. Pfirozené plati tim pFesnéji,

¢im jsou odchylky mensi a také ¢im jsou pavodni nelinedrni funkce v pracovnim bodé ,, podobné;jsi
linedrnim.”
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Nelinearni model vstup-vystup jednoduchého kyvadla a jeho pribliZné linearizace

Pro idealizované kyvadlo fizené momentem obr.

vychazi z 2. Newtonova zakona pro rotaci pohybova rovnice

Jg=Y M
=M, —F,lsing
=M, -mglsing

Dosadime-li za moment setrvaénosti J =ml?, dostaneme po nékolika Upravach nelinedrni model
vstup-vystup ve tvaru

ml*g+mglsing =M,

Oznacime-li Yy = @,u=M_ , dostaneme z toho nelinedrni model vstup-vystup

ml?y+mglsiny =u

Porovnanim s obecnym modelem (11) vidime, Ze jsou vSechny veli¢iny a funkce skalarni a ze

D(¥(1), y(1), y(t)) =ml*y + mglsiny
N(u(t)) =u

Jacobiho matice v (16) jsou tu zfejmé skalary

oD oD oD ,
—| =mglcosy,, —| =0, —{ =ml
ayp ayp ayp

ONI 4

oul,
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Po dosazeni do (18) a prerovnani tak dostavame linedrni aproximaci v (zatim obecném) pracovnim

bodé Yy, (t),y,(t), ¥,(t),u,(t) ve tvaru

mI*Ay + mglcos y, Ay = Au

(26)
Ted vyuZijeme vztahu (26) abychom nasli konkrétni linearni aproximace ve tfech vyznamnych
pracovnich bodech.
1. Linearizace v dolni poloze
?, =01
p=Ap
Jako prvni pfiklad najdeme linearni aproximaci v okoli dolniho ekvilibria 'y, = @, = 0, yp = (pp =0,
yp =¢p=0, u, = |\/|Cp =0, kdy kyvadlo visi v klidu v doIni poloze a 24dny moment na né&j neptisobi.
Nejprve dosazenim do (23) ovérime, Ze jde skutecné o feSeni nelinearni rovnice systémua. Skutecné
ml?0+mglsin0=0
(27)
Dale dosadime hodnoty pracovniho bodu do (26) a dostaneme
mI*Ay + mglAy =Au
(28)

Coz je hledana linearni odchylkova aproximace nelinearniho modelu (26) v okoli dolniho ekvilibria.
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2. Linearizace v horni poloze

Jako druhy pfiklad najdeme linedrni aproximaci v okoli horniho ekvilibria Y, = ¢, =7, yp = (bp =0,

Y,=¢=0,u, =M, =0, kdy je kyvadlo vzty¢eno v klidu v horni poloze a Zadny moment na néj

nepusobi. Nejprve dosazenim do (23) ovéfime, Ze jde skutecné o rfeseni nelineadrni rovnice systému.
Skutecné

ml?0+mglsinz =0

(29)
Dale dosadime hodnoty pracovniho bodu do (26) a dostaneme
ml*Ay —mglAy =Au
(30)
Coz je hledana linearni odchylkova aproximace nelinearniho modelu (26) v okoli dolniho ekvilibria.3.
Linearizace ve vodorovné poloze
Nakonec najdeme linearni aproximaci v okoli vodorovné polohy Yy, =@, = 71'/2 a yp = ¢p =0.
Aby byl tento bod feSenim, musi byt splnéna rovnice (23). Po dosazeni vybranych hodnot dostaneme
2. _
ml“y, +mgl=u,
(31)

To je splnéno bud pro yp =¢p=0, u, = |\/|cp =mgl, kdy konstantnim fidicim momentem
udrzujeme nulové zrychleni, anebo naopak pro Yp =@p=— g/l y U, = |\/|Cp =0, kdy je v pracovnim

bodé fidici moment nulovy a proto je nenulové zrychleni odpovidajici gravitacnimu.
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Pro oba pracovni body dostaneme dosazenim do (26) stejnou linedrni aproximaci
ml*Ay =Au

Coz je hledana linearni odchylkova aproximace nelinearniho modelu (26) v okoli tohoto pracovniho
bodu.
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Nelinearni stavovy model jednoduchého kyvadla a jeho priblizné linearizace

Vyjdeme z nelinearniho modelu vstup-vystup kyvadla (22) ve tvaru

ml*@+mglsing=M_ (33)
nebo, pfi oznaeni Yy =¢,U = I\/IC z modelu ve tvaru
ml?y+mglsiny =u . (34)
PFirozenou a obvyklou volbou stavovych veli¢inje X, =@ =Y,X, =@ =Y,u=M,_ , coZ vede na
stavovy nelinearni model tvaru
X =X
X :—gsinx1+iu (35)
2 ml?
y=x
nebo maticové pro
. f XZ
X, X, f, (X, %, U) —I—sinx1+Wu . (36)
X
y:h({ },u):h(xl,xz,u)= X,
X2
Jacobiho matice (6), (9) jsou v tomto pfipadé
A 0 1 fat
A of oX, OX, B of ou, .
= — = = g , = — = =
Xl |2 Iy T 05X 0 Ul vy | I miZ
_8X1 8X2 dx=xp,u=up aul X=Xp,U=Up
oh  oh ]
OX (XpUp) _axl OX, dx=xp.u=u, ou (XpUp) ou X=Xp,U=Up

takzZe linearni odchylkova aproximace (10) je

(37)

Linedrni aproximace



, 0 1 0
g, 3 e

AX —=cos 0
? | 0% ml? (38)

Ay(t) =1 0][2:1}

2

neboli
AX, = AX,
. g 1
Ax2=—~rcos&ﬁA&;+ﬁﬁ5Aua) (39)
Ay(t) = Ax

Ted vyuZijeme vztahu (39) abychom nasli konkrétni linearni aproximace ve tfech vyznamnych
pracovnich bodech.

1. Linearizace v dolni poloze

®,=0

Pp=Agp

Jako prvni priklad najdeme linearni aproximaci v okoli dolniho ekvilibria Xp=Yp =0, = 0,
X,=Y,=0,=0,Y,=¢=0,u, =M =0, kdy kyvadlo visi v klidu v doIni poloze a Zddny

moment na néj nepulsobi. KdyZ dosadime hodnoty pracovniho bodu do (39), dostaneme

AX, = AX,
. 1
A@=—%A&+EFAMO (40)
Ay(t) = Ax,
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2. Linearizace v horni poloze

Jako druhy ptiklad najdeme linedrni aproximaci v okoli horniho ekvilibria Xp=Ypy=0,=7,
X,=Y,=0,=0,¥,=¢=0,u, =M, =0, kdy je kyvadlo vzty¢eno v klidu v horni poloze a

Zadny moment na néj neplsobi. KdyZz dosadime hodnoty pracovniho bodu do (39) a dostaneme

AX = AX,
; 1
AX, =%Ax1 +WAu(t) (41)
Ay(t) = Ax,

3. Linearizace ve vodorovné poloze

Nakonec najdeme linearni aproximaci v okoli vodorovné polohy X, , =Y, =@, = 7r/2 a

Xop = yp = (bp =0. KdyzZ dosadime hodnoty pracovniho bodu do (39), dostaneme

AX, = AX,
, 1

sz = WAU (t) (42)
Ay(t) = Ax,
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Trochu obecnéjsi nelinearni model vstup-vystup a jeho pribliZzna linearizace

Podobné mlzZeme vyjit z nelinearniho modelu vstup-vystup

Gy (t),...,y(®), y(t),u™(t),...,u(t), u(t)) =0

(43)
Tento model je o trochu obecnéjsi nez (11), nebot zahrnuje i pfipady, kdy vstup a vystup a/nebo
jejich derivace jsou ,neoddélitelné spojeny”“ a G nelze rozdélit na ,vystupni ¢ast” D a ,vstupni ¢ast”
N .Izde opét vybereme néjaké nominalni feseni (trajektorii), neboli pracovni bod, ve kterém
chceme systém provozovat. Oznacime-li ho y , (t), ...,y(p“’ (1), up(t),...,u(pm’ (t), pak opét plati
(m) : (m) : _
Gy, '(),....y,(®),y, (), u, " (),....,u, (t),u,(t) =0
(44)
nebot je to feseni rovnic nelinedrniho modelu jako kazdé jiné.
Vyjadfeme hodnoty veli¢in a jejich derivaci v okoli pracovniho bodu pomoci odchylek jako
y(t) =y, (t)+Ay(t)
yP ) =y (t) + Ay (1)
u(t) = u,(t) +Au(t) (45)

u™(t) =ulP (1) + Au™ (t)
a dosadme je do nelinearni rovnice (43). Tim dostaneme
Gy (1) + Ay @),.... y(©) + Ay (), y() + Ay (), u™ () + Au™ (1), u(t) + Au(t), u(t) + Au(t)) = 0
(46)

Kdyz rozvineme nelinedrni funkci na levé strané (46) v okoli pracovniho bodu (!) v jeji Taylorovu fadu,
dostaneme

0G 0G 0G 0G 0G
G| +—| Ay+—,| Ay+~--+—n| Ay™ + || Au+aN| Au+---+—m| AU™ 4. =0
P dy oy oy ™ ou | oul, ou™
p p p p p
(47)
kde tecky nejvice vpravo pred rovnitkem zastupuji ¢leny vyssich rada. Zde
G| =Gy, ®),...y, 0, ¥, (0.u, " ®),...,u, (1), u, ©) (48)
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(09, o9 | (00, o9 ]
o, 0y, ¥ o,
oG oG
oy T| % % Dy | % :
P ayl ayz Y=Yy P ayl ayz Y=Yp
: Dyl : D ymlym
B u:.uz - u:.ug
u(m Zy(m u(m Zy(m
(00, 09, | (09, 09 |
G ou, au, . ou, au,
- | agz agz s B 692 agz J
e TR o 120, au,
ul u2 y::yp ul u2 y::yp
: : y(n);y(n) : : y(n);y(n) (49)
- - u:.uz - - u:.uz
u(m);u(pm) u(m);u(pm)
jsou obecné Jacobiho matice vy¢islené v pracovnim bodé y , (t), ..., y(p”) t),u,(),. ..,u‘pm) (t).
V pfipadé SISO systému, kdy jsou vechny velicinyy  (t) =y, (t),. ..,y(p”) )= yg" (t) a
u,(t)=u,(),. ..,u(pm) t)= ui)m) (t) skalary, také funkce G a jeji parcidlni jsou derivace skalarni.
Vyuzitim (44) se (47) zjednodusi na
0G 0G . 0G 0G ON 0G
o¢| Ay+—'| Ay+-~~+—(n|) Ay™ + H Au + | Au+~--+—(m|) Au™ ... =0
oy oy oy ou aul, ou
p p p p p
(50)
Zde opét nezaleZi na tom, zda pracovni bod je nebo neni ekvilibriem a rovnost plati presné.
K aproximaci dojde az nyni tim, Ze v (50) zanedbame cleny radu vyssich nez 1. Tim dostaneme
pfiblizné, ale linearni vztahy
oD oD . oD ON oN . oN
—— AY+—| Ayt Ay = Aut | AU+ Au™
|, i, ay™l, oul, oul, ou™| (51)
které aproximuji pavodni nelinedrni rovnice (1).
Oznacime-li Jacobiho matice v (51) obvyklymi pismeny (pozor na znaménkal)
a = oD a = oD a oD oN oN oN
0= | AT =m0 Po=m Bi=m— m= T A
oy . oy 5 oy ) ou |, oul, ou™ |, (52)

dostavame konecné namisto nelinedrniho modelu (1) jeho linearni odchylkovou aproximaci stejnou
jako (20), tj.

Linedrni aproximace



a,Ay +a,Ay +---+a Ay" =b,Au+b,Au+---+b Au™
(53)

Pozor: Tato aproximace je vZdy vztazena k urcitému pracovnimu bodu (nominalnimu feseni)
yp(t),...,y(p”)(t), up(t),...,u(pm) (t) a plati jen pro malé odchylky od néj. Pfirozené plati tim pFesnéji,

¢im jsou odchylky mensi a také ¢im jsou plavodni nelinedrni funkce v pracovnim bodé ,, podobné;jsi
linedrnim.”

Linedrni aproximace
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