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Y v
/i\gfﬁ Kyvadlo fizené momentem

Automatickeé fizeni - Kybernetika a robotika

* Pohybova rovnice (2. NewtonuUv zakon pro rotaci)
Jj= ZM pro moment setrvacnosti J = m/*

=M,-F,/smg

MC
=M, —mglsme
* Nelinearni model vstup-vystups y=¢,u=M,
ml*p+mglsing=M
ml’y+mglsiny =u

* Nelinearnistavovy models x,=¢=y,x,=¢p=y,u=M,

X =X,

: g . 1

X, =—<sinx, +—u
ml

y=X
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j‘%ﬁ?{%g Jen pro zajimavost: presné reseni?

Automaticke fizeni - Kybernetika a robotika
* Pfi hledani fedeni (Mathieuovy) rovnice  ml’¢ +mglsing =0
,prvni integral pohybu (vypoctem rychlosti z kinetické energie)

dp |28
— =, [—=(cos@—cos
s / ( @ (00)
* Dale bychom postupovali metodou separace proménnych
> qu =dt > j > d(D =t—|—C1
7g(cosgp—cosgoo) Tg(COS¢—COS(DO)

To ale vede na elipticky integral, ktery patfi mezi tzv. neelementarni
(je dokazano, ze ho nelze sestavit z elementarnich funkci)

Presné reseni tak jednoduché rovnice
(v uzavieném tvaru) tedy neexistuje!
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Ay o
/a\:fg Fazovy portrét

Automatickeé fizeni - Kybernetika a robotika

 Reseni nelinearnich stavovych rovnic X=X
ve ,fazovém prostoru” - pro 2. fad je 2D X, =-sinx,

/f/ .

e

—9

///AN @)ﬁ

- Slozité kfivky, nelze je popsat elementarnimi funkcemi e
e  SW: http://www.bae.ncsu.edu/people/faculty/seaboch/phase/newphase.html

- = -
— - P

K= “f
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/(‘%»f%ﬁ( Linearizace stavového modelu pro SISO 2. rad

Automaticke fizeni - Kybernetika a robotika

nelinearni stavovy model linearni odchylkova aproximace
X, zfl(xl,xz,u)
X, =f2(x1,x2,u)
y:h(xl,xz,u)

pracovni bod

xl,p > x2,p ? up

pozor: musi platit
Mp = fl (xl,p > X2p ’up)

x2,p = f2 (xl,p’x2,p’up)

y, = h(xlﬁp,xzyp,up) protoze pracovni bod je resenim rovnic!

Michael Sebek ARI-Pr-01-2018 5



/C‘%»f%g Kyvadlo — stavova linearizace v obecné poloze

Automaticke fizeni - Kybernetika a robotika

. 7 7 * x = =
Nelinearni X, = X, | : (0 Y
. . . X, =
stavovy x2=—§smxl +7u ) A;D
model _ m u=m,
=X .
xl,p—xzp

V obecném pracovnim bode x, ,x, ,u ,y,
Ax, =0xAx, +1x Ax, + 0x Au

A%, :(—§cosxl’p +Oj><Axl +(0+0)xAx, +(0+#ij@1

Ay =1xAx, +0x Ax, + 0x Au :
Ax, = Ax,

a linearni odchylkova . g 1
aproximace je Ax, = _TCOS X, A% + ] Au

Ay = Ax,
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f‘%ﬁ?ﬁ( Kyvadlo — stavova linearizace v dolni poloze

Automaticke fizeni - Kybernetika a robotika

pracovni bod v dolni poloze

¢,=x,=0
xl,p—O,xsz—O,up—O b -, -
je ekvilibrium % =0,%, =0 M,=u,=0

(plyne z oznaceni stavu a nelinearnich rovnic)
dale cosx, , =cos0O=1, takze

linearni odchylkova aproximace
je
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/C‘%»f%g Kyvadlo — stavova linearizace v horni poloze

Automaticke fizeni - Kybernetika a robotika

e pracovni bod horni poloze

X, =7,%,=0,u =0

* je take ekvilibrium x =0,%, =0
(plyne z oznaceni stavu a nelinedrnich rovnic)
* dale cosx,  =cosz=-1,takze

* linearni odchylkova aproximace
je

Michael Sebek ARI-Pr-01-2017



/(‘2\:'?{/% Kyvadlo — stavova linearizace ve vodorovné poloze

Automatickeé fizeni - Kybernetika a robotika

* pracovni bod ve vodorovné poloze doprava
xl,p = 72'/2,x2)p = O,up = mgl
* je take ekvilibrium x ,=0,x, =0

(plyne z oznaceni stavu a nelinearnich rovnic)
* nebot klidovy moment vyrovnava tihové zrychleni

* dale cosx,  =cosz/2=0, take s
* linearni odchylkova aproximace =
je
X, =m/2
Xy, =0 .
u =mgl X =X

. g . ]
X, =—=S8Inx +——u

ml
Y =X

e volny pad“ pro konstantni Au
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/(‘%»f%ﬁ( Linearizace vnejsino modelu pro SISO 2. rad

Automaticke fizeni - Kybernetika a robotika

V pripadé LTI SISO systému 2.fadu ma IO model skalarni tvar
(7,9, y,i,1,u)=0

Linearni odchylkova aproximace v pracovnim bodé

j}p7.)>p9yp9iip)ap9up
je pak
08 £y 98 pps 98 A, 08 £ 081\, 081 4,
oy ) oy ) oy ) ou |, oul, oul,
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f‘%ﬁ?ﬁ( Kyvadlo — vnéjsi linearizace v obecné poloze

Automaticke fizeni - Kybernetika a robotika

Nelinearni model m/’y+mglsiny =u

V obecném pracovnim bodé V.V, V.U, U, u,,
’ v . 2 e . .
ktery splnuje ml"y +mglsiny =u,

ml* x Aj+0x Ay +mgl cos y x Ay = 0x Ati+0x Aii +1x Au

a linearni odchylkova aproximace je

mlej}+mglcosypAy = Au h ml*y +mglsin y = u
Xp’)./p’yp
U,,u,,u,

Michael Sebek ARI-Pr-01-2017 11



/C‘%»f%g Kyvadlo — vnéjsi linearizace v dolni poloze

Automaticke fizeni - Kybernetika a robotika

e pracovni bod dolni poloze

7, =6,=0 |

$,=0,5, =0,y =0,ii, =0, =0,u =0 W =g =0 |

Y, =9, =0

* je ekvilibrium i, =M,=0"

* protoZe cosy, =cosO=1, takZe Zi;%i;g
Ay=Ap i

linearni odchylkova aproximace

leAy+mg1Ay = Au h ml y—|—mgl Slny u
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/(‘%»f%g Kyvadlo — vnejsi linearizace v horni poloze

Automaticke fizeni - Kybernetika a robotika

pracovni bod horni poloze

V, =O,)'/p =O,yp =7Z',iip :O,L'tp :O,up =0

je také ekvilibrium

dale cosy, =cosz=-1,takze

linearni odchylkova aproximace
je
leAy—mglAyZAu h mlzj}-l—mglsinyzu
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/(‘2\:'?{/% Kyvadlo — vnéjsi linearizace ve vodorovné poloze

Automatickeé fizeni - Kybernetika a robotika

* pracovni bod ve vodorovné poloze doprava

7,=0,9,=0,y, =x/2,ii,=0,u,=0,u,=mgl

 je také ekvilibrium, nebot klidovy moment
vyrovnava vliv tihového zrychleni

* dale cosg, =cosz/2=0, takze

* linearni odchylkova aproximace

je

y,=0,y, =0,y =7/2
u,=0,u,=0,u, =mgl

e volny pad” pro konstantni Au
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/(%:?ﬁ( Kyvadlo — jesté jednou totéz maticove

Automaticke fizeni - Kybernetika a robotika

i e
ﬁ (xloxzau) _§Sinxl +WM

X, =—=SInx +——=u
m X,
Yy =X y:hqx i|9uj:h('xlax29u):xl
2
I of | _ _ CAf ] _ _
i i 0 | % 0
A—@ ~ ox, Ox, ~ B—@ | ou _|
ox, Ox, x=x, B | Ou [X=%p  — "~
B “u=u, u=u,
oh Oh | h T
Hlxymp L0 Rl Oulu,u,  LOulZy

. 1 Ay(1) = Ax,
Ax, = —%cos x, ,Ax +WAu(t)
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fa

Kyvadlo - aproximace v obecné poloze

Automaticke fizeni - Kybernetika a robotika

x1:¢:y7x2:¢:y7u:Mc AXIIA)CZ
X, =X 1
) 2g . 1 Ax, =—§cosx1 Ax, + — Au(t)
X, :—TSlnx1 + 2 u / P ml?
m
Yy =X Ay(t):Axl
Nelineadrni Linearni

dole
nahore
vodorovneé

Michael Sebek

x,=y,=¢,=0 x, =y =¢,=0 — cosO=1
X\, =V, =@, =7 X,,=y,=¢,=0 — cosz=-I

X,=y,=0,=71/2 x,,=y,=¢,=0 — cosz/2=0

ARI-Pr-01-2016 16



f‘%ﬁ?ﬁ Kyvadlo - aproximace 10 v obecné poloze

Automaticke fizeni - Kybernetika a robotika

ml’y+mglsiny —u=0

g(j}ayayau)zo
% =mglcosy,, 8_g =0, 8_g =ml’, % =—1
yp a-yp ayp aup
T _
ml~Ay + mglcos y, Ay =Au
dole x,=v,=¢,=0 x,, =y,=¢,=0 —  cosO=1
nahore X,=y, =0, =7 x,,=y,=¢,=0 — cosz=-1

vodorovné X,=y,=0,=1/2 x,,=y,=¢,=0 — cosz/2=0

Michael Sebek ARI-Pr-01-2016 17



/‘%%/g Nelinearni a linearizovany model

Automaticke fizeni - Kybernetika a robotika

ARI_pendulum_lin_nonlin

"i ARI_pendulum_lin_nonlin - Simulink academic use

File Edit View Display Diagram Simulation Analysis Code Tools Help
* v v (= { v |== ¥ ! g n v

ARI_pendulum_lin_nonlin g

sin(x1)

® ARI_p-endqum_Iin_nonIin »
o ~
Q u Y
In1 Out1
IE R
= nonlinear system
(=]
E .
u
I S
incremental model
momentum
L@
-5 1/ {m*})
»
Ready

gr.const. cos(x1_o)
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Cﬂ.%‘ . a
/i\gfg Geometricka interpretace

eni - Kybernetika a

* Linearizace ve fazovém portrétu
X, = X,

X, =—SInx,

hyperboly

X, =7,%,,=0
_____ At = Ax,
Ax, = Ax,
TEARY - T _
" N Xip _E9x2p -
Ax, = Ax,
"f - = —
i A=
kruZnice paraboly (Au=-1)

Michael Sebek ARI-Pr-01-2015 19



f‘%ﬁ?ﬁ Nekdy linearni aproximace neexistuje

Automatickeé fizeni - Kybernetika a robotika

* Nehladka funkce: * Rudzné funkce, prepinani, (event-driven)
diody, tlumice skakajici mic
ACIN
xp x: >
* Nespojita funkce: * Neni to funkce (v matematickém smyslu):
relé, Coulombovo treni hystereze (zavislost na draze)
S0 1 M b
> T > Ec/
X, x ™V
J(x) I_ elektricka: feroelektricky material
> elasticka: gumicka
I Yo X termostat, Schmidttv spinaé

Michael Sebek ARI-Pr-01-2015 20
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/%'?%g Nékdy linearni aproximace existuje, ale nepomuze

Automatickeé fizeni - Kybernetika a robotika

* Neékteré nelinedrni soustavy nepomuze linedrné aproximovat
Priklad: kinematika auta v roviné

X, =1, COS X,
X, = u, sin x,
Xy = U,

* Priblizna linearizace v okoli bodu (0,0,0) je

X, =u, 10 1 00000
x,=0  neniriditelna A=0,,,B=/0 0/=Con={0 0 0 0 0 0
X, =U, 0 1 010000

* Intuitivné znamy fakt: autem nelze pfimo pohnout , do strany”
 MuzZeme popojizdét vpred-vzad s stfidavym natacenim kol,
ale to uz je nelinearni rizeni
* To plyne z tzv. ne-holonomického omezeni X, sinx, —x, cosx, =0
které plati, pokud kola neklouzou do strany
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f‘%ﬁ?ﬁ Aproximace pro nelinearity dané grafem

Automaticke fizeni - Kybernetika a robotika

Magneticky levitator s kulickou (zjednodusené magnetické lozisko)

* rovnice pohybu kulicky mx = f (x,i)—mg kde sila
elektromagnetu je teoreticky f, (x,i) ~1/x*, ale prakticky slozitéjsi

* experimentalné zmérené krivky (kulicka d = 1cm, m = 8,4.1073 kg)

200

180 |
160 |
140 |

sila |

mg =0.084 mN 00N

>

B &5 B8 B

N R
vzdalenost x[mm | X
e ekvilibrium = magneticka sila vyrusi gravitaci
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s .
/a\:rg pokracovani

Automatickeé fizeni - Kybernetika a robotika

x,=0,i, =600mA, x, z3mm,fm(xp,ip)=mg,m =8,4.10"kg -

160} 4 =700mA
mx = f (x,i)—mg ol
. O, o, .  ae o
m(O+Ax)_fm(-xp,lp)+§xpAX-FEXP Al_mg- Im___im_ém_iCEKx 7 — s00ma]
i, i « | ]
60 |
9, 9, :
mai=Zol Axs Dul A o |
ox |, i |, B
T Iy T Iy vzdélulenost x[mm |
urCime z grafu odhadneme z grafu
jako smernici o SO (x,)  122x10° —42x10°
of Inl L = —— =0.4N/A
— ~4N/m 0i |, | i, — 1, (700-500)x10
X |y, -

Linearni aproximace je AX =1667Ax +47,6Ai

kde signaly jsou v jednotkach SI Ax[m], Ai[ 4]
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A Y ,
/i\:f‘g Nelinearni diskrétni systém

Automatickeé fizeni - Kybernetika a robotika

* Logistické zobrazeni
8 x(k +1) = rx(k)(1 = x(k))
 demograficky model - vystihuje 2 jevy: pro malé populace
optimismus (mira rdstu roste Umeérné s velikosti populace),
pro velké populace vyhladovéni (mira ridstu klesa Umérné rozdilu
,uzivnost prostredi“ minus velikost populace)

* chovani silné zavisi na parametru r o
reseni pavucinovym diagramem -
N « |
o.s: . v ./_. \\\l
 bifurkace 1 v
0.4 / - s

W | ﬂ / e Y,
. .I ) ,". ’/' .
. - Y
0.0
[ I I [ I [ I | [ | I I ] I I | ; ) ) ) )

24 2.6 2.8 3.0 32 34 3.6 3.8 4.0
T
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